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Примена праве правоугаоне призме у поступку одређивања вредности
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У раду је приказано одређивање теренске корекције применом праве правоугаоне призме за
територију Републике Србије. При прорачунима коришћена је константна вредност густине
топографских маса као и егзактне формуле за решавање проблема закривљености тела Земље.
Посебна пажња посвећена је сингуларитетима у изразима за прве парцијалне изводе поте-
нцијала убрзања гравитационе силе праве правоугаоне призме, а сви прорачуни урађени су
коришћењем дигиталног модела терена (ДМТ) резолуције једне лучне секунде у оба правца. За
опис геометријских особина топографских маса ван територије Србије коришћен је глобални
ДМТ SRTM (Shuttle Radar Topography Mission).
Кључне речи: топографске масе, теренска корекција, призма, закривљеност
1. УВОД
У оквиру овог рада, приказано је одређивање
гравитационог утицаја топографских маса, изнад и
испод Бугеове равни (у даљем делу текста утицај
релевантних маса) на убрзање Земљине теже [1]. У
класичним геодетским одређивањима поља Зем-
љине теже утицај наведених маса назива се
теренском корекцијом која се може, у правоуглим
координатама, одредити применом израза:
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k универзална гравитациона константа,  гу-
стина масе Земљине коре, PH висина тачке P из-
над геоида, ( , , )x y z , односно ( , , )P P Px y z , правоу-
гле координате текуће тачке интеграције, односно
тачке P у којој се рачуна вредност теренске коре-
кције, респективно.
При практичним применама израза (1) најче-
шће се користи метод директне интеграције који
подразумева да се релевантне масе деле на еле-
менте правилног геометријског облика (слика 1),
праве правоугаоне призме, при чему се гравитаци-
они утицај сваке призме може одредити применом
затворених израза.
Вредност теренске корекције на убрзање силе
Земљине теже добија се сумирањем утицаја свих
појединачних призми.
Слика 1 – Подела топографских маса на праве
призме правоугаоне основе
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2. ЗАТВОРЕНИ ИЗРАЗИ ЗА РАЧУНАЊЕ
ГРАВИТАЦИОНОГ УТИЦАЈА ПРАВЕ
ПРИЗМЕ СА ПРАВОУГАОНОМ ОСНОВОМ
Потенцијал убрзања гравитационе силе право-
угаоне призме, хомогене густине, дефинисан је
изразом [1]:
    QdPQlQkV 
1 (2)
где је  l PQ растојање дефинисано са
       222 zyxPQl   , (3)
и где су  , ,   правоугле координате центра
масе елемента запремине Qdv , а  , ,x y z   правоугле
координате тачке у којој се потенцијал одређује.
Координате се односе на Декартов правоугли
координатни систем који је оријентисан тако да се
координатни почетак налази у тачки P , сила
привлачења је усмерена ка маси тела које привлачи
тачку, а Z - оса се поклапа са правцем силе Зем-
љине теже (слика 2). Када се тачка P усвоји за ко-
ординатни почетак и изврши се потребна тран-




















Решавањем израза (4) следе изрази за поте-
нцијал убрзања гравитационе силе призме и парци-
јални извод у правцу осе прве парцијалне изводе
[2]:
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где је 222 zyxr  .
Слика 2 - Призма са правоугаоном основом,
константне густине
Како се у приступу рачунања користе праве
правоугаоне призме следи да се за утицај удаљених
призама мора узимати у обзир закривљеност тела
Земље. У циљу егзактног рачунања утицаја закри-
вљености морају се одредити и први парцијални











VV k y z rx
z y r
yzx xr














VV k z x ry
x z r
zxy yr
    
 

а након тога је потребно извршити неопходну
трансформацију вектора ,x yV V и zV из локалног
система призме, чији се утицај рачуна, у локални
систем тачке у којој се одређује теренска корек-
ција. У литетратури се веома често сума првих
извода у тачки рачунања по координатној оси x ,
односно по координатној оси y , такође назива те-
ренском корекцијом:
 xx Vc ,
 yy Vc .
Ако су координате центра масе призме дефи-
нисане са геодетском латитудом и геодетском лон-
гитудом  ,B L  , а координате тачке у којој се од-
ређује теренска корекција са  ,B L (слика 3), наве-
дену трансформацију могуће је одредити приме-
ном израза [3]:
     TzyxT VVVLBLBVVV ,,R,, *z*y*x  ,,, (8)
где су  *z*y*x ,, VVV први изводи потенцијала при-
зме у локалном систему тачке рачунања, где је R
матрица облика:
   1 2 3, , ,     R R R R (9)




1 1 2 2 2 2 1 1
1 1 2 2 2 2
1 1 2 2 2 2 1 1
,
s s c c s s c c
s s c c s
c s c c s s s c
                  
R
O. ODALOVIĆ i dr. PRIMENA PRAVE PRAVOUGAONE PRIZME U POSTUPKU...
38 TEHNIKA – NAŠE GRAĐEVINARSTVO 69 (2015) 1
 
 
1 2 2 2 2
2 2 2 2 2
1 2 2 2 2
,
s c s s c
s s c c
c c s s c





1 1 2 2 2 2 1 1
3 1 2 2 2 2
1 1 2 2 2 2 1 1
,
s c c c s s c c
c s c c s
c c c c s s s s


































Поред наведених израза за закривљеност, по-
себну пажњу у прорачунима треба посветити си-
нгуларитетима, односно посебним положајима та-
чке рачунања у односу на призму чији се грави-
тациони утицај рачуна. Ти положаји су дефини-
сани оним вредностима координата за које изрази
(5), (6) и (7) нису дефинисани, а који су приказани
на слици 4 и у табели 1.
У свим наведеним случајевима може се дока-
зати да граничне вредности недефинисаних израза
имају вредност нула [4].
Слика 3 – Однос локалног система призме и
локалног система тачке рачунања
Табела 1. Сингуларитети у зависности од положаја
тачке
Положај тачке P Сингуларитети
   0,0, yx yyxxyx VVVVV ,,,,
   0,0, zx zzxxzx VVVVV ,,,,
   0,0, zy zzyyzy VVVVV ,,,,
   0,0,0,, zyx yzxzxyzzyyxxzyx VVVVVVVVVV ,,,,,,,,
Слика 4 – Положаји тачке рачунања у којима
изрази (5), (6) и (7) нису дефинисани
3. ОДРЕЂИВАЊА ТЕРЕНСКЕ КОРЕКЦИЈЕ НА
ТЕРИТОРИЈИ СРБИЈЕ
Теренска корекција одређена је применом:
 дигиталног модела терена (ДМТ) резолуције
једне лучне секунде, за топографске масе на
територији Републике Србије и
 глобалног ДМТ SRTM (Shuttle Radar Topo-
graphy Mission) резолуције три лучне секунде,
за топографске масе ван граница Републике
Србије.
ДМТ креиран је на основу података вектори-
зованих изохипси са карата размере 1:25000, који
су производ пројекта Војногеографског Института
(ВИ). У циљу научних истраживања ВИ је 2004.
године уступио податке на основу којих је креиран
ДМТ резолуције једне лучне секунде у оба правца,
применом опште аритметичке средине [5].
SRTM је дигитални модел висина резолуције
три лучне секунде на глобалном нивоу и резултат
је међународног пројекта који предводи америчка
Национална геопросторна агенција (National Geo-
spatial-Intelligence Agency-NGA) и Национална уп-
рава за аеронаутику и свемирска истраживања (Na-
tional Aeronautics and Space Administration-NASA).
Подаци модела су јавно доступни и могу се пре-
узети на интернет адреси (http://srtm.csi.cgiar.org).
Вредности свих првих парцијалних извода, а
самим тим и теренске корекције, срачунате су у
тачкама које су релативно правилно распоређене
по територији Србије на међусобном просечном
растојању од 5 лучних минута (слика 5), а пре-
дстављају део података детаљног гравиметријског
премера Србије [6].
На основу израза од (5) до (10), срачунати су
сви парцијални изводи, добијени резултати прика-
зани су у табели 1, а општи облик површи извода
zV , односно теренске корекције c , на слици 6.
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Хоризонтална компонента (као резултанта хоризо-
нталних компоненти) приказана је на слици 7.
При прорачунима узимане су у обзир реле-
вантне топографске масе све до 200 km, a утицај
закривљености узимао се у обзир за призме које се
налазе у појасу од 15 па до 200 km [7]. У циљу
убрзања процеса рачунања коришћен је уобичајени
поступак поделе ДМТ на детаљни и груби ДМТ:
 за детаљни ДМТ усвојен је модел резолуције
једне лучне секунде у оба правца,
 а за груби ДМТ резолуције 15 лучних секунди
у оба правца [8], који је креиран из детаљног
ДМТ елиминацијом одговарајућих врста и ко-
лона.
Утицај маса до 20 km од тачке рачунања од-
ређиван је применом детаљног ДМТ, док је утицај
удаљених маса, од 20 па до 200 km, одређиван при-
меном грубог ДМТ.
Слика 5 – Просторни распоред тачака у којима је
одређена вредност теренске корекције












-81.63 114.99 0.72 15.96
*
yV -97.86 80.11 2.49 13.81
*
zV -0.01 37.68 1.98 2.69
Из табеле 2 могуће је уочити директни утицај
закривљености тела Земље на знак теренске коре-
кције.
У северном делу Србије постоје подручја где
теренска корекција има вредности блиске нули са
негативним знаком. Ова подручја су на слици 6 на-
значена испрекиданим линијама.
Максимална вредност теренске корекције од
37.68 mgal одређена је у непосредној околини пла-
нине Ртањ (слика 6, центар црног круга).
Из резултата приказаних у табели 1 могуће је
уочити да хоризонтални изводи достижу интензи-
тет и до 114 mgal, што нису реалне вредности за
утицаје топографских маса на територији са макси-
малном висином од приближно 2500 m [9].
Додатним анализама уоченe су значајне грешке
у подацима ДМТ на граници Србија (Косово) –
Албанија. Грешке су уочене на укупно 110 тачака,
што је око 1.9% од укупног броја тачака које су
коришћене у овим истраживањима. Након елими-
нације наведених тачака из прорачуна добијене су
вредности за хоризонталне изводе чији су основни
статистички подаци приказани у табели 3.
Наведенe грешке у дигиталном моделу терена
нису значајно утицале на вредност теренске коре-
кције што је могуће објаснити анализом утицаја
грешака у висинама дигиталног модела терена у
изразима (6) и (7).
Утицај грешке у координати z у изразима (7)
директно је пропорционалан вредностима члано-
вима израза са природним логаритама, а у изразу
(6), за извод у правцу z осе такође је директно
пропорционалан члановима израза али са вредно-
стима инверзног тангенса.
За призме већ у непосредној околини тачке
рачунања утицај грешке у координати z (висини
призме) значајно је већи у изразима (7), од њеног
утицаја у изразу (6).
На рачунару са следећим спецификацијама:
 Processor Intel® Core™ i7-4770 CPU @3.40GHz
3.40 GHz,
 RAM 16 GB
 System type: 64-bit Operating System Windows
7,
време потребно за све наведене прорачуне из-
носило је 1.8 дана непрекидног рада рачунара.
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-49.41 49.63 0.52 14.11
*
yV -49.41 49.48 2.45 12.52
Слика 6 – Општи облик површи теренске коре-
кције (еквидистанца 2 mgal )
Слика 7 - Резултанте хоризонталних извода
4. ЗАКЉУЧНА РАЗМАТРАЊА
У раду је приказано одређивање теренске коре-
кције применом метода директне интеграције.
Примењене су егзактне формуле за ефекат закри-
вљености тела Земље и по први пут приказане вре-
дности хоризонталних извода потенцијала убрзања
гравитационе силе топографских маса, изнад и ис-
под Бугеове равни.
Вредност теренске корекције у екстремним
случајевима (планина Ртањ) не прелази вредност
од 38 mgal. У оквиру истраживања откривене су и
грубе грешке у примењеном дигиталном моделу
терена што у значајној мери имало утицаја на
вредности хоризонталних извода гравитационог
потенцијала праве правоугаоне призме.
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SUMMARY
THE APPLICATION OF THE RIGHT RECTANGULAR PRISM IN THE PROCESS
DETERMINING THE VALUE OF TERRAIN CORRECTION
The effects of topographic masses on gravity were determined for the territory of Serbia by using the
digital terrain model with resolution of 1 arch second in both directions. For the effect of distant masses,
i.e. masses that are out of the territory of Serbia, a global digital model SRTM (Shuttle Radar
Topography Mission) was used. All the topography masses were divided by using a right rectangle prism
and classic terrain corrections was applied. Special attention was dedicated to the curvatures of the
Earth surface and singularity points, where equations for first partial derivatives of prism gravity
potential are not defined.
Key words: topographic masses, terrain correction, prism, curvature
